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20. Tenzory

Zobecnénim bilinedrni formy jsou polylinedrni formy. Nazyvaji se téZ kovariantni tenzory.
Hojné se vyskytuji ve fyzice spolu s tenzory kontravariantnimi a smiSenymi. Omezime se na
redlny piipad. Opét pouZivime Einsteinovu suma&ni konvenci.

Definice. Bud’ V vektorovy prostor nad polem R. Bud’ p pfirozené &islo, oznalme V? =
V x--- XV (pkrat). Zobrazeni f : V7 — R, splilujici pro libovolné vektory u;, u}, u} € V,
libovolny skaldr a € R akaZdy index i =1, ..., p podminky

f(ulv "-9ui—17 u:’ +u;,7 ul+19 "'?up)
= fUpy oo Wiy Uy Wiy e Up) F FUL o W U i, ),
Flug, oo uimg,aui, i, oo up) = af (Ui, oo, Wil Uiy Ui D, ooy Up)

(linearita v itém argumentu), se nazyvd p-linedrni forma nebo t€Z kovariantni tenzor rddu p
naV.

1-linedrn{ forma je linedrn{ zobrazeni V — R, 2-linedrn{ forma je bilinedrn{ forma.

Piiklad. Necht V = R". Pro vektory x; = (x}, ..., x}), ..., %, = (x}, ..., x") € R” poloZme

t
Xy

€(xy, ., Xp) =

Z vlastnosti determinantu vyplyv4, Ze € je n-linedrni forma na R* (cvicent).

Definice. Bud’ V koneéndrozmémy vektorovy prostorsbaziey, .. ., e,, bud -linedrni forma
) 14

na V. Cisla fiv..i, = flei,, ... e;,) se nazyvaji sloZky formy f vzhledemk bézie, ..., e,.
Priklad. Slozky bilinedrn{ formy jsou pravé prvky jeji matice: B;; = f{(e;, ;).

Cviceni. SloZky n-formy ¢ zadané determinantem jsou (ve standardn{ bdzi prostoru R")

{ sgn(iy, ..., ip) jsou-lify,..., i, podvourizni&isla,
€iyiy = .
o 0 jinak.
Tvrzeni. Bud’V konecnérozmérny vektorovy prostor s baziey, . . .y en, bud’ f p-linedrni forma
na V, kterd md vzhledem k uvedené bdzi slozky fi[,,,ip. Bud'te uy, ..., u, libovolné vektory,
které majiv bdzi ey, ..., e, soufadnice po Fadé (xll, N S0 T (x},, .-+, Xp). Pak plati
i i
flur, oo up) = fij i,x{ -xp. 9]
o il i — il i[’ — i i

Dukaz. fluy, ..., up) = fix\'ei, ..., xpe,) =x\'---xp flei, ..., e;,) = Jivapxyt oo xy.
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Pfi zméné bize ey, ..., e, se méni i sloZky fi,.._ip-
Tvrzeni. Bud’ Q matice pfechodu od bdze ey, . .., e, knové bdziel, ..., e, . Sloiky p-linedrni
Jormy f vzhledemk bdzie,, ..., e, budte fir..i,» SloZky téZe formy vzhledem k bdzie), . . ., e,

bud’te f Pak plati

fz',l...ip = Qzlll ) ijfll dp+ )
Ddkaz. Cvideni.

Ve fyzice se obvykle zavidi kovariantn{ tenzorové pole jako soubor n? funkef f;, ; o JEZ
se pii zméné& bédze transformuji podle formule (2). Takovy soubor funkei uruje p-linedrn{
zobrazen{ vztahem (1).

MnozZinu vSech p-linedrnich forem na vektorovém prostoru V oznacujeme 7, V. Zaved'me
algebraické operace s p-linedrnimi formami.

Definice. Bud'te f a g dv& p-linedrni formy. Soucer forem f a g definujeme jako zobrazem
f -+ g :V? — Rzadané piedpisem

(f+ut, . ...up) = flur, ..., up) +gur, ..., up).

Je-lia € R skaldr, pak definujeme a-ndsobek formy f jako zobrazeniaf : V? — R zadané
pfedpisem

(@fy(uy, ...,up) =af(uy, ..., up).

v

Snadno se ovéff (cviceni), Ze f + g aaf jsou zase p-linedrni formy. Dokonce jsou spln&ny
axiomy vektorového prostoru:

Disledek. MnoZina T, V vSech p-linedrnich forem na prostoru Vje vektorovy prostor vzhledem
ke scitdni forem a ndsobeni skaldrem.

Definice. Tenzorovy soucin formy f € T,V a g € T,V definujeme jako zobrazeni f ® g :
V?*4 — R zadané pfedpisem

(f®g)(ulv ey up+q) = f(ul, ey up) -g(up.,_l, ey Mp+q).

Snadno se ovefi (cvifeni), Ze tenzorovy soulin p-linedrni formy a g-linedrn{ formy je
(p + ¢)-linedrni forma.

Tvrzeni. Necht' f € T,V, g€ T,V,h e T,V, aeRPakplatz
Df@@h=[f®(E®h);
@QUf+8®h=fR@h+g®h;

QfeE+th =g+ QN
B af)@h=a(f®h) = [ @ (ah).

Ddkaz. Cvideni.
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Obecné vSak tenzorovy souéin neni komutativni: f @ g # g ® f.

Cviteni. DokaZte formule pro slozky:
(f + &ivi, = firiy T 8iripo
(f @ 8)iyipry = Jisip * 8ipyiiprg-

Prostor T}V se alternativné oznaCuje V* a nazyva se dudlIni prostor k prostoru V. UkdZeme,
Ze s kaZdou bazi prostoru V je spojena jistd baze prostoru V*.

Bud ey, ..., e, ndjakd baze v prostoru V. Soufadnice vektoru x € Vv bdziey,..., e,
oznaéme x!, ..., x" (pak plati x = x/e;). Pro 1 < i < n zavedme zobrazeni ¢’ : V — R
predpisem x > x'. To jest,

e'(xlej) = xt.
Zobrazeni ¢! jsou linedmi (cvideni), a proto ¢’ € V*. Mdme
; .
e'(e;) = 8;
kde 83- je zndmé Kroneckerovo delta:

(1 jedii=j,
g:{

0 jinak.
Tvrzeni. Bud ey, ..., e, bdze v prostoru V, bud’ f € V* libovolnd 1-forma se sloZkami
Ji = fle). Pak
f = fie'.

Ditkaz. Podle formule (1) je f(x) = f(x'e;) = x' f; = fie'(x) = (fie")(x).
Tvrzeni. Bud' ei, . .., e, bdze v prostoru V. Pak formy e', ..., " tvori bdzi v prostoru V*.

Diikaz. Podle pfedchoziho tvrzeni je kazd4 1-forma f linedrni kombinaci 1-forem &’ (ko-
eficienty jsou slozky f;). TudfZ, formy ¢’ generuji V*.

Zaroveti jsou nezdvislé: Necht c;e! = 0 pro n&jaké koeficienty ¢; € R. Dosazenim e;
obdrzime 0 = c;e'(¢;) = c;.

Béze ¢!

..., €' senazyvd dudlnik baziey, ..., e,.
Dusledek. Je-li prostor V konecnérozmeérny, pak dim V* = dim V.
Podobné najdeme béze v prostorech 7, V.

Tvrzeni. Bud’ ey, ..., e, bdze v prostoru V, bud f € T,V libovolnd p-forma se sloZkami
fisi, = fleiys .., ei,). Pak

f=fiie' ® @

Diikaz. Podle formule (1) je opét f(x1, ..., xp) = f(xile,-l, ..e,x;"eip) = xi‘ ---xj,"ﬁlmip =
St x) - er(xp) = (fi,i,€" @ - @e?)(x1, ..., Xp).



20. Tenzory
Tvrzeni. Bud’ ey, . .., e, bdze v prostoru V. Pak formy é' ® - - - @ e'# tvori bdzi prostoru T,V.

Dikaz. Podle predchoziho tvrzenf je kazd4 p-forma f linedrn{ kombinac{ p-foreme!! ®- - - ®
e'» (koeficienty jsou sloZky fi,..;,)- Tudiz, formy e'! Q- e'» generuji V*.

Zaroveii jsou nezavislé: Necht cilm,-pe” ® -+ ® e'r = ( pro n&jaké koeficienty ¢iy.i, € R.
Dosazenimej, ..., ¢;, obdrzime 0 = ¢;, i €' (ej) -+ - €'?(ej,) = Cj,._j,-

Diusledek. Je-li prostor V konecnérozmérny, pak dim T,V = (dim V)?.

[ -,



